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Introducao

@ Série Temporal (ST) € uma seqiiéncia de observagdes ao
longo do tempo.

@ Nos modelos de regresséao usuais a ordem das observacoes
€ irrelevante, na ST a passagem do tempo tem efeito
marcante.

@ Normalmente numa ST as observacdes sdo equiespacadas.
Caso nao sejam, isso pode ser acomodado com mudancas
na escala e observagdes ausentes. Deve-se, entretanto,
tomar cuidado com as escalas de medicdo. A abordagem
Bayesiana (diferentemente de outras) incorpora isso.

@ Neste curso, sO estudaremos ST univariadas (possivelmente
com variaveis explicativas ou regressores).
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Controle e Previsao

@ Controle é uma descricdo do que ja aconteceu
@ Previs do &€ uma descricao do que vai acontecer

Os dois podem ser feitos independentemente.

@ A abordagem aqui é baseada na constru¢cao de um modelo.
@ Tendo o modelo, pode-se fazer previsao, controle ou ambos.

Numa situacao real teremos o ciclo:

... previs 8o = observa¢ &o = anélise ...
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Breve Historico

Estudos na area de modelos e previsao tiveram um primeiro
impulso em engenharia de sistemas nos anos 60.

La, o interesse era voltado para sistema de funcionamento de
maquinas (por exemplo, satélites) e havia uma énfase grande em
controle.

Embora os desenvolvimentos subseqlientes em Estatistica e
Engenharia de Sistemas tomaram caminhos distintos, boa parte
do curso sera voltada para a base comum sobre a qual foram
desenvolvidas as extensdes.
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Trés componentes englobam boa parte dos modelos usados na
pratica:

@ Modelos de Tendéncia

@ Modelos de sazonalidade (ou ciclos sistematicos)

@ Modelos de variaveis causais (ou regressores)

A combinacao das trés componentes fornece modelos para
séries:

@ financeiras (vendas, estoque);

@ industriais (producao, capacidade operativa);

@ agricolas (producao de leite, mercado de carnes);

@ médicas (monitoracdo de 6rgaos);

@ sociais (acidentes, nascimentos).
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Figura: Vendas mensais de um tipo de bala de Janeiro de 1976 a
Dezembro de 1981 (CANDY.DAT)
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Figura: Acidentes rodovi arios graves (1969:1-1984:4)
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Sistemas Dinamicos

@ A maioria das analises estatisticas utilizam modelos
estaticos: Modelos com uma descricao fixa (através de
parametros fixos) ao longo das unidades de observacéo.
Exemplos: analise de regressao, MLG, modelos ARMA.

@ Em ST, essa hip6tese muitas vezes € violada: as estruturas
mudam com a passagem do tempo.

@ ST ligados as atividades humanas sao alvos de mudancas:
v Abruptas - devido a grandes mudancas, hecatombes,
novas leis;

v Graduais.
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@ Neste curso todos os modelos s @o din amicos :
a descricao (os parametros) muda com a passagem do
tempo. Eles incluem como caso particular os modelos
estaticos (onde a mudanca é nula).

@ Normalmente, a passagem do tempo traz novas observacoes
e aumenta 0 nosso conhecimento.

@ Em modelos dindmicos temos também perda de informacgéo
devido a passagem do tempo.
Exemplo: o nivel de vendas més passado & mais relevante
hoje que o nivel de vendas em setembro.

@ Construcao do modelo dinamico é feita em duas etapas:
la. qualitativa e 2a. quantitativa de uma forma local.
Em modelos estaticos, a mesma quantificacao € valida
globalmente.
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Abordagem Bayesiana

@ A construcdo de um modelo é uma arte.

@ Um modelo é uma representacao de uma realidade; sera tao
adequado quanto a sua capacidade de alcancar os objetivos
a que ele se destina. Portanto, a constru¢cao do modelo traz
inerente em si um carater subjetivo.

@ Previs o € uma afirmacao sobre um futuro incerto.
@ Aincerteza aqui sera sempre representada através de
probabilidade. Portanto, a previsao sera sempre formulada

em termos de probabilidade condicionada ao nosso estado
de conhecimento. Se ele muda, nossa previsdao mudara.
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@ Nosso conhecimento provém de duas fontes:
v A série historica ou dados;
v Outros conhecimentos (subjetivos)
Exemplos: entrada em vigor de leis, faléncia de competidor.

@ Ambas as fontes sdo importantes, podem e devem ser
utilizadas.

@ A abordagem Bayesiana incorpora esses elementos natural e
coerentemente.

@ Aplicando a previsao, significa que o modelo default & posto
para funcionar.

@ Se acontecimentos nao rotineiros intervém, o modelo os
incorpora:
v’ Preparando para mudanca e/ou
v Alterando o que for necessario
Exemplo: se o competidor vai falir, precisa usar seu conhecimento sobre a divisédo

do mercado para formular a mudanca que ele espera que aconteca.
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Revis do de Probabilidade e Infer éncia Bayesiana

Principais Resultados
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Probabilidade

@ Probabilidade €& um nimero entre 0 e 1 representando a
crenca numa determinada afirmacgao. EXx:

@ Pr(“cara no lancamento de uma moeda”)=0.5,
@ Pr(“chover hoje”)=0.1,
o Pr (“Ibis ser o campeao”)=0.01
@ Probabilidades Totais (0 ou 1) representam crenga na
veracidade ou falsidade de uma afirmacao.

@ Probabilidade Condicional € a probabilidade baseada no
conhecimento prévio da veracidade de uma afirmacao.
Ex: Pr("dado lancado dar par”| "resultado foi < 57).

e E calculada com: Pr(A|B) = P;fgg)-

Sendo: A ={2,4,6}, B={1,2,3,4,5}, AB = {2,4},
e Dai: Pr(AB) =2/6 e Pr(B) = 5/6.

2/6
Logo, Pr(A|B) = 5§6 5
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Teorema de Bayes

Também temos que Pr(BJA) = %

assim, Pr(AB) = Pr(B|A) x P(A). Logo,

Pr(AB)

Pr(B)

Pr(B|A) x Pr(A)
Pr(B)

x Pr(B|A)Pr(A)

Pr(A|B) =

O resultado acima é conhecido como Teorema de Bayes .

Ele fornece a base da abordagem Bayesiana pois nos
ensina como atualizarmos nossa crenca em A apos receber
novas informacdes, no caso, B
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Variaveis Aleatorias

@ Variavel ou Quantidade Aleatoria € aquela cujo valor nos é
incerto. Ex.:
e X : Numero resultando do langamento de um dado
@ Y : Nivel de glicose no sangue de um individuo.

@ Sua incerteza é representada probabilisticamente,
pe.Pr(X=x)=1x=1,234,5,6.
@ As Variaveis Aleatbrias admitem varias classificaces
possiveis:
e Discreta ou Continua
@ Observavel ou Nao Observavel
Exemplos:
o Discreta e observavel: X
o Discreta e ndo observavel: Indicador de doenca num individuo
e Continua e observavel: Vendas de um produto em larga

escala
e Continua e ndo observavel: Y
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Distribuicao de Probabilidade

Variaveis Discretas sao representadas pela funcao de
probabilidade f(x) = Pr(X = x), que caracteriza completamente a
incerteza a respeito de X pois

rXeA)= ZPr :Zf(x)

xeA x€eA

Variaveis Continuas sao representadas pela funcédo de densidade
de probabilidade ou densidade f(x), que caracteriza a incerteza a

respeito de X pois
Pr(X € A) = / F(x)dx
A
Exemplo: f(x) = 1/[x(1 + x?)] daqui, Pr(X € [-1,2]) = 0,6
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@ A funcao de probabilidade e a densidade definem uma
distribuic ao de probabilidade.
@ Caracteristicas importantes de uma distribuicao de
probabilidade:
e Medidas de Posicéo:

@ Moda: valor mais provavel,
@ Média: centro de gravidade, denotado por E[X]

o Medidas de dispersao:

@ Variancia: denotado por V[X],
@ Desvio-Padrao: /V[X]
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Distribuicao Normal

A v.a (continua) X que tem densidade

fx) = ﬂ%exlo{_; (x;u)z}

é dita ter distribuicdo normal com média . e variancia o?.

Notacdo: X ~ N(u,0?)
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@ A distribuicdo normal é simétrica e surge como resultante de
processos onde muitas fontes de incerteza intervém.

@ Infelizmente Pr(X € A) = [, f(x)dx s6 pode ser calculada
numericamente.

@ Resultados importantes para a normal padrao (N(0, 1)):
o Pr(X €[-2,2]) =0.95
o Pr(X e [—1.64,1.64]) = 0.90
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Teorema de Bayes para Variaveis Aleatorias

Suponha a existéncia de uma quantidade de interesse
(desconhecida) que chamaremos de u. Nossa incerteza sobre 1 €
representada pela densidade p(p).

Posteriormente, observamos uma outra quantidade X relacionada
a u (por exemplo, uma medicao) cuja incerteza € representada
pela densidade condicional f(x|u).

ApOs observar X = x, nossa incerteza sobre . passa a ser
refletida pela densidade condicional p(u|x).

Pelo teorema de Bayes,

p(ulx) = W o f(xl)p (1)

Importante € que o teorema nos ensina como atualizar nosso
conhecimento ap0s receber informacao relevante.
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Teorema de Bayes para Variaveis Normais

e Sabe-se que o nivel de glicose em uma pessoa normal pode ser
descrito pela distribuicdo N(120,100), i.e,

1 1 (p—120\7
p() = rooﬂexp{‘z< - )}

Logo, Pr(u estar entre 100 e 140) = 0,95
e Uma medicao, y, em laboratorio € feita. Vamos supor que a y|u
& N(p,25), i.e.

_ 1 1 (y—p\*
f(y|ﬂ)—\/SO—7TeXP{—2 <5> }

dai, as chances da medicao errar o nivel em mais de 10 ml sdo de
5%
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v" A amostra é colhida e a medicao observada é de 127 ml.
v Agora, nossa incerteza sobre o nivel de glicose & dado por

(uly—127)0<f (127 — p)p (u
127 M 1 —120\°
10
2

X expq —x

1 /p—125.
x exp 2 a5

Logo, (i2|y=127) & N(125.6, (4.5)?) e
Pr(y estar entre 116.6 e 134.6) = 0.95
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Figura: Teorema de Bayes para Vari

aveis Normais
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Vetores Aleatorios

@ Uma colecao de variaveis ou quantidades aleatorias pode ser
agrupada num vetor aleatorio.

@ Se todas as componentes de um vetor aleatorio forem
discretas, o vetor também sera discreto com fungéo de
probabilidade:

f(xly"'7xp) :Pr(Xl :xla"‘7Xp :xp)

e Pr((Xy,...,Xp) €A) = Z(xh_n,xp)eAf(xl, o Xp)
@ Se todas as componentes de um vetor forem continuas, o
vetor também sera continuo com densidade f(x1,...,x,) €

Pr((Xy,...,Xp) € A) /f X1, Xp)dxy ... dxp
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@ A generalizagdo multivariada da normal € a distribuicao
normal multivariada com vetor de médias x. € matriz de
variancias-covariancias ¥ denotada por N(u, X).

@ Se (X1,...,X,) ~N(u, %),
entdo cada componente X; ~ N(p;, 0j;) onde: p; € 0 j-esimo
componente do vetor y gj; € 0 j-ésimo componente da
diagonal da matriz X.

@ Finalmente, o teorema de Bayes também leva a uma normal
multivariada se a observacédo for normal e o parametro for
normal multivariado.
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Principais Resultados

@ Teorema de Bayes para variaveis aleatorias:

p(ulx) =f(x';8§(“) o Felp(n)

@ Normal Multivariada - Distribuicdo Condicional

Yy ‘ #1) (21 Eu)
2| ~N ;
< Y, ¥ > [(Mz Yo 3
Y1|Ya, 1, B ~ N + S125, 1 (Yo — p2), T1 — Z1255 151

@ Normal- Gama Multivariada
Se Y|y, d, X ~N(u, o1 e ¢ ~ Gama(n/2,d/2) entdo:
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Modelo Linear Din amico
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O Modelo de Regressao Usual

Num modelo de regressao temos uma variavel resposta y que €
explicada por um conjunto de variaveis explicativas x, ..., x,
através da relacao

y="00+06x+...+0x,+0v

Em geral, assume-se que o v tem distribuigdo N(0, o2).
A equacdo acima pode ser mais compactamente escrita como:

y=x6+0,

1 )
onde: x = M e 6= 9:1

Xp ép
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@ A natureza das variaveis explicativas ou regressores é
bastante ampla. Podendo assim, utilizar-se qualquer variavel
guantificavel.

@ Os coeficientes de regressao 0, . . ., 0, informam sobre a
influéncia que os regressores tém sobre a resposta y.

@ Na pratica, seus valores sdo desconhecidos e estimados a
partir de uma colecéo de observacgdes feitas sobre o modelo
acima.

Assim, observamos respostas vy, . .., , COm seus
respectivos regressores x1, .. ., x;. Simbolicamente, temos:

yi=x10+v, t=1,...,n
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Definicao do Modelo

Em modelos dinamicos os parametros mudam com o passar do
tempo. O modelo de regressao é estendido para

yt:xiet—&—vt, tzl,...,n.

onde a Unica mudanca em relagdo ao modelo de regresséo foi a
indexacéo de 6

@ A formulacéo acima cria uma profusao de parametros a
serem estimados.

@ O modelo acima necessita de mais informacéo. Essa
informacao vem do fato que os parametros sucessivos estao
intimamente relacionados.

@ Em geral, um parametro é igual ao seu antecessor mais uma
pequena perturbacdo causada pelas mudancas as quais o
sistema esta sujeito.
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Se o sistema € estatico, como em regressao, temos:
0;=0;,_1=0.
Em modelos dindmicos, vamos admitir a forma mais geral

0; = G101 + w;

onde G; contém valores conhecidos e w; € uma perturbacéo
aleatoria.

@ A equacdo acima é conhecida como equacéao do sistema.

@ A matriz de evolucdo G; controla a parte deterministica da
evolucdo do sistema e estabelece a propagacao do sistema
ao longo do tempo.

@ A perturbacédo w; é responsavel pela introducao de
incertezas devidas a passagem do tempo e conseqliente
perda de informacéo.

@ Note que se G; =1 e w; = 0, 0 modelo se reduz ao caso
estatico.
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Exemplo
Se observamos uma série de vendas (y) explicada pela respectiva
série de precos (x) através de uma relacao estavel teremos:

Ve =+ Bixe + o

pe = pe—1 + Apy
Br = B+ AB
Assim,
@ As vendas sdo explicadas pelos precos em uma regressao
dinamica.

@ A maior (ou menor) estabilidade dessa relacdo sera
controlada pela magnitude dos incrementos Au; e AS;.
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O modelo linear din amico pode entéo ser definido como:

@ Equacao das Observacgodes:

Yt = F;Ot -+ 0y, Uy ~ N(O, V)

@ Equacao do Sistema:

0; =G0 +wy, w;~N(OW)

No exemplo acima, y; = venda, x; = preco, F; = (1,x;)

() eene(32)  me(2)
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Analise Sequiencial

@ A natureza sequlencial de séries temporais € devida a obtencao
sequencial de informagéo. Nada mais razoavel que o método de
analise também seja sequencial.

@ A equacao do sistema nos informa como a partir da posteriori de
ontem podemos chegar a priori de hoje.

@ O método Bayesiano nos ensina como combinar a priori de hoje
com a informacgéo que acabamos de obter para chegar a posteriori
de hoje. Para amanha e dias futuros, o ciclo se repete.

Seja Dy = {1, ...,y:} - informacdo total obtida até a data ¢. Assim:
Evolugao Atualizaca
<. (6,_1|Di_y) =——= (6,|D;_;) 2222299 (9,|D,) ...
Previséoﬂ
(yt|Dt-1)
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Previsao

Previsdes no modelo dindmico séo obtidas pela combinacao da
informacéo a priori com a equacéo das observacoes.
@ A combinacdo de y; = F;6; + v; com a priori p(6¢|D;_1)
permite a obtencao da distribuicao preditiva:

p(yt|Dt-1) = /p(yt\ﬁt)p(OtlDtl)th

baseado na qual as previsdes serao feitas.
@ Em particular, se quisermos

@ uma previsao pontual: podemos tomar a média dessa
distribui¢&o, E[y;|D;_1].

e um intervalo de predicdo de 90% de probabilidade, basta
tomar A de forma que

0.90 = Pr(y: € AIDi-1) = [ p(ylDi1)dy
A
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A Previsao varios passos a frente € feita de forma similar.

Se temos interesse em prever ;. No tempo t — 1, precisamos
utilizar a equacéo do sistema sucessivamente até podermos
escrever 6, como funcéo de 6;_;.

Por exemplo, combinando

0:_1 = G110 +wi e 0;=G0; 1+ w

pode-se obter:

011 = Gi1[GiOi—1 + wy] + wiiq
= G11610i-1 + Grpyw; + wi

A partir dai, combina-se com a equacao das observacdes no
tempo t + k para obter a distribuicao preditiva p(y;, x| Di—1).
PrevisGes cumulativas para os proximos k periodos, isto €,

Ye + Y1 + ... + Yik—1 também podem ser obtidas pelo mesmo
método.
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Tabela: DLM univariado: vari ancia V; conhecida

Eq. Observ.. y; = F;Ht + 4 YV~ N[O, Vt]
Eq. Sistema:  0; = Gif;_1 + wy wr ~ N[0, Wi]
Informagdo:  (0;_1|D¢—1) ~ N[m_1,Cs_1]

Priori: (et‘thl) ~ N[at, Rt] a; = Gymy_q
R = GGG+ Wy

Previsdo:  (y4|D¢—1) ~ Nlfi, Qi fi = Fia;
Q¢ = FiRF; + Vi

Migon & Gamerman (UFRJ) Modelos Dinamicos Bayesianos XXXVI SBPO 44 /176



Tabela: DLM univariado: vari ancia V; conhecida (cont.)

e Relacdes recursivas de atualizacao
(6¢|D¢) ~ N[my, Cy
m; = a; + Ayey
Ct = Rt - AtAi/.‘Qt
—fi
A= RtFt/Qt
e DistribuicOes preditivas para k > 1
(011k|D¢) ~ Nias(k), Ry (k)]
(VekDe) ~ NIfi(k), Qi (k)]
ﬂt(k) = Gy (k — 1)
Ri(k) = GraRe(k — 1)Gpyp + Wik
filk) = Ff (k)
Qi(k) = Fi (Re(k)Fry + Vigk
Ht(O) = m;
Ri(0) = C;
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Tabela: DLM: vari &ncia desconhecida V; = k¢!, k; conhecido

Eq. Observ.. vy = Fj0; + 14 vi ~ N[0, ki 1]
Eq. Sistema:  0; = Gi0y_1 + wy wt ~ ty, [0, W]
Informagdo:  (6;_1|Dy_1) ~ tp, ,[m—1,Ci_1]
(‘bt—l‘Dt—l) ~ G[”t—l/zvdt—l/z]
Priori: (Qt’Dt—l) ~ t(stnFl [at, Rt]
ar = Gymy_q
R; = GtCt—lGé + W;
(¢t|Dy-1) ~ G[b¢m1-1/2, 0pdds—1/2]
Previsdo: (Y| D—1) ~ tom,_ Ift, Qi
ft = F;Elt
Q = FiR¢Fy + kS 1
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Tabela: DLM: vari ancia desconhecida V; = k:¢~!, k; conhecido

e Relacdes recursivas de atualizacao
(0¢|Dy) ~ tu [my, Ci]
(¢¢|Dt) ~ G[ni/2,d: /2]
my = a; + Asey
Ct = (5¢/St-1)Rt — AtALQ;
—fi + A = RiF1/Qy
ny = 6my—1 + 1, dy = 6ds—1 + Si_1€?
= dt/i’lt
° Distribuicdes preditivas para k > 1
(Bu441Dr) ~ toa: (K), Ry(k)]
(Yo-41D1) ~ E [fe(k), Qu(k)]

ﬂt(k) Gt—i—kat(k 1)

Ri(k) = GraRe(k — 1)Gpyp + Wik
fi(k) = t+k‘1t( )
Qi(k) = Fi (Ri(k )Ft+k+kt+kst
at(O) = My, (0) Ct
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Modelos de Tend éncia
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O mais simples modelo dindmico é o modelo de tend éncia
estavel ou modelo polinomial de primeira ordem . Ele é
composto apenas de um nivel que varia segundo um passeio
aleatorio:

Ye=pt+0, v~ N0, V)

pr = pu—1 +w,  wp ~ N0, Wy)

@ Segundo esse modelo, o nivel permanece localmente
constante, mas varia quando se considera longos periodos
de tempo.

@ Usualmente, a variacdo das observacdes em torno dos niveis
(medida por V) é bem maior que as variagdes temporais do
nivel ao longo do tempo (medidas por W).

@ Ele é obtido ao particularizar o modelo dinamico com F; =1 e
G =1.
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O modelo polinomial de segunda ordem  ou modelo de
tend éncia linear , permite um crescimento no nivel. Isso é

quantificado através de um parametro adicional e o modelo fica:

Y= [t + Ot
pt = phi—1 + Br—1 + Wy
Br = Br—1 + wa

01
Aqui, o nivel permanece localmente linear, mas a forma da reta
pode variar com o tempo.

Esse modelo é obtido com F; = ( (1) ) e Gt = ( 11 )

Tendéncias de ordem maior sédo pouco utilizadas.
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Aplicacao: CANDY.DAT

@ Os dados deste exemplo correspondem as vendas de uma
bala (SALES) do arquivo CANDY.DAT do pacote BATS.
(ver série)

@ Nas figuras a seguir apresentam-se alguns resultados do
ajuste de modelos polinomiais de primeira e segunda ordem
a série de Vendas Mensais de Janeiro de 1976 a Dezembro
de 1981.
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CANDY.DAT: Modelo Polinomial de Primeira Ordem

Figura: Estimativa do nivel

0 Level
12

1

10

b
MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1960 1981 1982
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Figura: Estimativa das vendas

OnLine Fit

] T T T T T T
MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982
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Figura: Previsdo um passo a frente

Forecasts

5 T T T T T T
MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982
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CANDY.DAT: Modelo Polinomial de Segunda Ordem

Figura: Estimativa do nivel

0 Level
12

1"

10

MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982
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Figura: Estimativa das vendas

OnLine Fit

5 T T T T T T
MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982
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Figura: Previsdo um passo a frente

Forecasts

4 T T T T T T
MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 15981 1982
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Modelo Polinomial de Primeira Ordem

Yr =t + v, v ~ N[0, V4] ou yt\ut ~ Np, Vi]
pr = pu—1+wr,  wr~ N[O, W] ou p|pe—1 ~ N1, Wi

onde y;: nivel da série no instante ¢, v;: erro da equagao de observacao
e wy: erro da equacao de evolucao.

Funcéao de previséo:
fi(k) = E[ys1k|Dt] = E[e|Dy] = my, Yk >0

POIS E[Yiik|ie] = Elpuerilpee] = 1
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Tabela: Equagdes de atualizacdo para {1,1, V;, W;}

Informacao inicial (t0|Dyg) ~ N[myg, Co]

(a) Posteriori para ji; 1 (pte—1|D—1) ~ Nlm;_1,Ci_1]

(b) Priori para (11¢|Dt-1) ~ N[mi—1, R¢]
Ri=Ci1+ W

(c) Previsdo um passo a frente  (y;|D;—1) ~ N[f;, Q]
ft =mi_
Q=R+ V;

(d) Posteriori para p; (1¢|Dy) ~ Nlmy, Cy]
my = my_1 + Asey
C = AV,
A =R/ Qs
et =Yt *ft
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@ ¢; : erro de previsdo um passo a frente ¢; = y; — fy = yr — M1
° Ai’ Ry Ry Ci_1+W;

T 0O T RAVi  C1+WitV;
° Atipf(]/ta/lt) ougemuy =a+ 6y 0< A <1
® my =my_1+ pF(yr — my—1) = Ay + (1 — A)my_q

Tabela: Distribuicdes preditivas

previsao k passos a frente:
(Yt1x|Dt) ~ Nlmy, Qe(k)]
Qi(k) = C + Z;'{ﬂ Wiy + Vigk
k-step lead time forecast:
Xi(k) =yr1 + Y2+ F Yk, k>0
(Xt1k|Dt) ~ Nlkmy, Le (k)]
Li(k) = k*C; + Z;'(:l Vigj + Z;‘(:l PWitket1-
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Evoluc ao
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@ Até agora, nao foi discutido o processamento da incerteza
relativa a W.

@ A abordagem Bayesiana para parametros desconhecidos é
sempre a mesma: atualizacéo via teorema de Bayes.

@ O tratamento dado a variancia das observacdes € analitico.
O mesmo nao acontece com a variancia do sistema.

Felizmente, existe uma solucao baseada em fatores de
desconto que produz uma alternativa aceitavel.

@ Como ja dissemos, o valor da informacao diminui com o
tempo.

@ Essa diminuicdo é controlada pela evolucdo do sistema,
através do aumento da incerteza do sistema.
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No modelo estavel, temos que
Vipt|D-1] = V]pe—1|Di-1] + We

Como a variancia mede a dispers ao do sistema , 0 seu inverso,
a precis ao mede a informa¢ ao do sistema .

Quanto mais dispersa for a variavel, maior sera sua variancia e
menor sera sua precisao. Logo, dispomos de menos informacao
sobre essa variavel.

Pensando agora em percentagem ou fracéo de informacao
perdida com a passagem de tempo, podemos definir um

fator de desconto ¢ € (0, 1], tal que
V| D] = 6V pe—1|Dy 1]

As duas equagdes acima fornecem uma base para especificacao
de W;.
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O fator de desconto § é a percentagem de informacédo que
passa de um periodo a outro.
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Valores tipicos para sistemas sem variagdes bruscas se encontram acima
de 90%

A escolha do valor adequado vai depender da aplicacdo e sugere-se que
alguns valores sejam comparados.

Valores muito proximos nao produzem diferencas perceptiveis.

Valores muito baixos (abaixo de 0,8) tendem a introduzir muita incerteza e
produzem limites de incerteza para predicdo muito grandes.

Valores muito altos representam um sistema com mudancas muito suaves.

No limite, quando § = 1, temos o modelo estatico onde nao ha perda de
informacéo.

A mesma idéia de desconto pode ser estendida a modelos mais gerais
com varios descontos aplicados a partes diferentes do modelo. Essa
formulacgéo ficara mais clara quando abordamos superposicao de modelos.



Aplicacao: CANDY.DAT

@ llustramos o uso de fatores de desconto com a série de
vendas de uma bala (SALES) do arquivo CANDY.DAT do
paCOte BATS. (er série)

@ As figuras a seguir apresentam as previsdes um passo a
frente resultantes do ajuste de um modelo de tendéncia
constante com os seguintes fatores de desconto: 1,0; 0,9 e
0,8

Migon & Gamerman (UFRJ) Modelos Dinamicos Bayesianos XXXVI SBPO 65/176



Figura: Fator de Desconto § = 1 (estrutura estatica)

One-Step Forecasts

12

mn

10

6 T T T T T T
MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982
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Figura: Fator de Desconto 6 = 0,9

One-Step Forecasts

12

mn

10

6
MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 19748 1979 1960 1981 1982

BATS: Trend: Constant, Discount:Trend=0.90,Variance=0.99
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Figura: Fator de Desconto 6 = 0,8

One-Step Forecasts

3
MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

BATS: Trend: Constant, Discount:Trend=0.80,Variance=0.99
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Parte Il

Topicos Especiais

Migon & Gamerman (UFRJ) Modelos Dinamicos Bayesianos XXXVI SBPO 69/176



Analise Retrospectiva
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@ Analise retrospectiva usa toda a série observada para
reavaliar a infer éncia realizada durante o procedimento
sequencial.

@ Essa reavaliacao € devida a utilizacdo de observactes
colhidas ap6s o periodo de interesse.

@ Com mais informacao, sabemos mais e dispomos de mais
instrumentos para entender o que se passou.

@ Essa operacédo de passagem de informacgdo para tras no
tempo é chamada de suavizacdo ou analise retrospectiva.

Da analise sequencial, obtemos p(6;|D;). Se coletamos
observacgdes até o tempo ¢ + k, a melhor descri¢cdo de nossa
incerteza sobre 6; é através de p(0;|D;. ).

Observe, no entanto, que s6 podemos nos beneficiar dessa regra,
apos serem decorridos k periodos de tempo.
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Aplicacao: CANDY.DAT

@ llustramos o resultado da analise retrospectiva com a série
de vendas de uma bala (SALES) do arquivo CANDY.DAT do
pacote BATS. (erserie)

@ As figuras a seguir apresentam as estimativas suavizadas
para as vendas e para o nivel de série obtidas a partir do
ajuste de um modelo polinomial de primeira ordem.
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Figura: Estimativas Retrospectivas

Retrospective Estimates

]
MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

BATS: Trend: Constant, Discount:Trend=0.90,Variance=0.99

Migon & Gamerman (UFRJ) Modelos Dinamicos Bayesianos XXXVI SBPO

731176



Figura: Estimativas On-Line e Suavizada do Nivel

R vl
1z

1 1 1 1 1 1
wFAR 197R 1a77 1a7a 1ara 1aan 1aa1 1an?
O Level
1z
11

MONTH 1

1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

Pode-se ver que com a filtragem tem-se trajetorias mais suaves e limites de incerteza mais

proximos.
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Distribuicbes Suavizadas

Modelo com vari ancia conhecida :
Paral <k <t

(BsID3) ~ Niar(—k), R (~H)]
ar(—k) = mi_ — By_[ar—r11 — ar(—k + 1)]
Ri(=k) = Ct—x — Bt k[Ri 11 — Re(=k +1)]Bj_,
By = GG}, R,

Modelo com vari ancia desconhecida :
Paral <k<t

(Or—k|D¢) ~ ty,—p[a:(—k), Ri(—k)]

(¢t—k|Dy) ~ Glni(—k)/2,di(—k)/2]
ay(—k) = my_x — Bi_k[a—gs1 — ar(—k + 1)]
Ri(—k) = Ci— k- Bi_k[Ri—k+1 — Re(=k +1)]B_,
By = CtG;+1 t+1
ny(—k) =np_g + 6 k+1(”t( k+1) = 0 grami—¢)
St =8+ k(ST (—k+1) =S4
44(—K) = 1 (—K)S1 ()
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Superposi¢c do de Modelos
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Antes de apresentar o tratamento para variaveis causais e
sazonalidade, é til termos uma forma geral para estruturar e
acomodar as varias componentes intervenientes num modelo
dinamico.

Muitas séries temporais exibem um comportamento bastante
complexo. Ao identificarmos as caracteristicas mais marcantes,
estamos caminhando na direcao de formular um modelo. A série
de acidentes & um exemplo tipico. (er serie)

@ A tendéncia global parece ser de uma variacao suave do
nivel.

@ Se agora nos concentramos na variacdo em torno desse
nivel, podemos detectar um comportamento ciclico.

Essa inspecéo permitiu identificar os dois componentes de um
modelo: um componente para a tend éncia e outro para a
sazonalidade .
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@ A estrutura dos modelos dinamicos é apropriada, pois
permite que as componentes sejam modeladas
separadamente e depois integradas num modelo.

@ No caso mais comum de duas componentes: tendéncia e
sazonalidade, estruturamos a equacao das observacdes com
dois termos.

Yt = YNt + Yst + Ut
Cada um dos termos é descrito através de um modelo

dinamico
yne = FrOne
One = GNiOnt—1 + Wiy
Yst = FétHSt
Ost = Gsibsi—1 + wsy
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Se agora integramos esses termos, obtemos a equacéao das
observacgoes
Yy = P’E)t + Ut

Similarmente, a equacéo do sistema (integrado) fica

0; =GO +wy;  wr ~ N0, Wy)

ondth:(Gé‘“ GO )ewt:(mg\” V\(/) >
st St
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@ Modelos com mais componentes sao construidos da mesma
forma: cada termo contribui para a equacao das observacoes
e com um bloco de pardmetros para a equacgéao do sistema.

@ A especificacdo da variancia do sistema através do método
dos descontos segue o0 mesmo caminho, i.€, é feita
componente a componente. Nesse caso, sao agrupados
conjuntos de parametros cujo comportamento € julgado
similar em termos de variacao temporal.

@ Exemplo: no modelo de vendas explicadas pelo preco temos
dois parametros, i € (3 (coeficiente de prec¢o), que evoluirdo
segundo descontos dy e dp tais que

V| Di-1] = 8V ue—1|Dy-1]

V7 BiDi 1] = 65V [Bi_1|Ds 1]
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Modelos com Vari aveis Causais
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@ O modelo genérico usado para introduzir os modelos
dinamicos foi obtido a partir de uma generalizacdo dos
modelos de regressao.

@ Se a série de vendas, (y;) € explicada pela série de precos

(x¢) temos:
ye = -+ B + 0
e = -1 Wit
Br = B+ wi

Nada na estrutura acima impede que outras variaveis sejam
incluidas como regressores.
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No caso de uma série y; com variaveis explicativas xy, . . ., Xpt,

temos
e = Por+ Buxar + ...+ BprXpt + vt

/Bit = ﬁi,tfl + Wit; i:0717"')p

chamado de modelo de regress ao din amica

A estrutura de modelo dindmico é evidente com:

(*) P; = <1,X]t,. . .,xpt)
® G; = I, 1, amatriz identidade de ordemp + 1 e
@ wj = (Wor, Wi, - - -, Wpt)
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MLD de Regress ao Miltipla

Eq. observagdo: y; = F;0; +uvy, v~ N[0,V

Eq. sistema:

onde

Pt - (Xﬂ)' "7Xt1’l),

Xi, ...

Migon & Gamerman (UFRJ)

, X
Xii
0;
Wt

0 =061+ w, wr~ N[0, W

. vetor de regressoras

: variaveis independentes

: valor da i—ésima variavél X no instante ¢
: n x 1 vetor de parametros da regressao
: matriz da variancia de 6;.
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Aplicacao: CANDY.DAT

@ Os dados deste exemplo correspondem as vendas e precos
mensais de uma bala do arquivo CANDY.DAT do pacote
BATS.

@ Espera-se que série de vendas (SALES) esteja relacionada a
série de precos (PRICE).

@ Nas figuras a seguir apresentam-se alguns resultados do

ajuste de um modelo de regressao dinamica com tendéncia
estavel, utilizando o preco como variavel explicativa.
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Figura: MPlot de Vendas e Precos

SALES

PRICE

5 T T T T T T

MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

Observa-se um aparente movimento comum das 2 séries.
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Figura: X-Y Plot de Vendas e Precos

SALES
Scatter Plot
12
11 T e
s A
10 ’ I .,
B . oo
s eon,
B~ B
7 B o o
[ T T T T T
-3 -2 -1 i} 1 2 3

PRICE

O grafico evidencia a relagéo existente entre as séries (Correlagdo=-0.63)
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As previsdes exibem melhoras consideraveis em comparagdo com os modelos sem

precos.

Figura: Previsao

Forecasts
13

12

mn

10

4
MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

BATS: Trend: Constant, Discount: Trend=0.90, Variance=0.99
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Figura: Coeficiente e efeito dos precos

i 0 PRICE effect

w N YV

_5 -

1.5

1 O PRICE coeff
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1 T \ T \ T

MONTH 1 1 1 1 1 1 1

YEAR 1976 1977 1878 1979 1980 1981 1982

Este grafico contém as trajetorias de E[S;|D¢] e de E[3:|Dy] X x¢.
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Figura: Estimativas Retrospectivas para vendas

Retrospective Estimates

i T T T T T T
MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982
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Figura: Coeficiente e efeito de preco suavizados

. S PRICE effect
[ P Y /‘/\v-\,
R ey =
_25 -
b
S PRICE coeff
0.25
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1.25 -
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MONTH 1 1 1 1 1 1 1

YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

Este grafico contém as trajetorias de E[(:| D] e de E[3:|D:] x x; ap0s a filtragem. Pode-se
ver que o coeficiente da regressao varia de —1 a —0.6. Esse movimento & permitido pelo
MLD através do §.
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Previsao com Regressores

@ Para fazer previsdo em modelos com regressores, €
necessario ter o valores dos regressores ao longo do
horizonte de previséo.

@ Normalmente, esses valores também sao incertos e o
tratamento a ser dado & muito mais complicado.

@ Uma alternativa intermediaria € fazer previsao sob varios
cenarios plausiveis.
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Figura: CANDY.DAT

: Previsao para o periodo 1982/1 - 1982/12

Step Ahead Forecasts

6

MONTH 1 1
YEAR 1976 1977

1 1 1
1978 1979 1980

1981

T
1
1982

1
1983

Neste caso todos os valores de preco para o periodo de predi¢édo séo zero, portanto, as

previsdes tém a forma constante do modelo estavel.
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Modelos com Sazonalidade
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Modelagem de Forma Livre

@ Modelos sazonais requerem uma componente periddica no
modelo.

@ A representacdo mais simples € através de fatores ou
indicadores de cada periodo no ciclo . Para dados
trimestrais, sdo usados quatro indicadores.

@ Uma pequena alteracéo envolve o uso de efeitos indicando a
variacao sazonal em torno de um nivel. Nesse caso, 0s
efeitos estéo restritos a ter soma zero.

@ Fatores trimestrais de 100, 140, 80 e 120 equivalem a um
nivel de 110 e efeitos trimestrais de - 10, 30, - 30 e 10.

@ A (ltima formulagao é mais atraente pois permite a
separacao entre sazonalidade e tendéncia.

@ A restricao deve ser mantida em todas as afirmacoes
probabilisticas mas é facilmente incorporavel ao método de
inferéncia utilizado.
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Para dados trimestrais, os modelos dinamicos utilizam quatro
indicadores. A passagem do tempo faz com que eles experimentem
uma rotacao. Assim,

trim4

trim1

trim2

trim3

01 =

Essa rotacdo pode ser efetuada pela matriz de evolugao

—_ o O o
SO O
S O~ OoO
[l e N}

O modelo é completado por uma equacgdo de observagdes que
considera apenas a primeira componente do vetor paramétrico, ou seja,
F; =(1,0,0,0). A extensdo para um ciclo de p periodos é anéaloga.
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Modelagem por harmonicos

@ Uma outra modelagem de padrdes ciclicos pode ser feita
usando fung Ges trigonom étricas .

@ A fung&o cos(w(t — 1)) é peribdica com periodo 2. Se
w = m/6, 0 periodo & 12 e 0 maximo ocorre para t = 1.

@ Dados mensais com ciclo anual podem ser concisamente

modelados via
(W(t - 1))
Yt = a; Ccos 6 + vy

onde a; € um parametro que controla a amplitude e 0 maximo
ocorre em janeiro. Observe a reducao drastica na dimensao
do vetor paramétrico de 11 para 1.
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@ Defasagens no ponto de maximo do ciclo podem ser
acomodadas com um parametro extra segundo

Yy = a4y COS (71-(t6_1>> + bt sin (71-(t6_1)> + vt

A formulacdo dindmica dessa fungéo harmonica utiliza 2
parametros,

F - ( 1 ),Gt—< cosw  sinw >
0 —sinw cosw

onde w = 7/6.
Esse modelo descreve um ciclo segundo uma fungéo coseno.
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@ Padrdes ciclicos mais complicados podem ser modelados
com a inclusao de formas harmdnicas de frequéncia maior. A
funcéo cos(2w(t — 1)) é similar porém completa 2 ciclos
durante um periodo de tempo p = 27 /w ou w = 27 /p.

@ O resultado fundamental aqui informa que qualquer padrao
ciclico de periodo p pode ser reproduzido com a soma de, no
maximo, p/2 harmdnicos de periodos p/j,j =1,...,[p/2]
harmonicos.

@ A vantagem desse resultado reside em podemos fazer
economia no nimero de parametros utilizados e
consequentemente aumentar nossa capacidade de
aprendizado sobre o sistema e melhorar nossas previsoes.
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Aplicacao: CANDY.DAT

@ A série de vendas do arquivo CANDY.DAT do BATS exibe um
comportamento ciclico que até agora nao havia sido tratado.
(ver série)

@ Nas figuras a seguir apresentam-se os resultados da analise
da série CANDY.DAT considerando um modelo de tendéncia
constante e um regressor (prec¢o), incluindo a componente
sazonal representada de forma livre e com harmonicos.
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CANDY.DAT: Modelagem de forma livre

Figura: Previsdo um passo a frente

One-Step Forecasts
12

11

10

6 T T T T T T
MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1960 1981 1962

BATS: Trend: Constant, Regression: PRICE, Seasonal: FREE-FORM
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Figura: Estimativas Retrospectivas

Retrospective Estimates

6

MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

BATS: Trend: Constant, Regression: PRICE, Seasonal: FREE-FORM
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Figura: Estimativa On-Line da Sazonalidade

12 On-Line Seasonal Factors
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MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

BATS: Trend: Constant, Regression: PRICE, Seasonal: FREE-FORM
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Figura: Estimativa Suavizada da Sazonalidade

Retrospective Seasonal Factors

=
|

MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

BATS: Trend: Constant, Regression: PRICE, Seasonal: FREE-FORM
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Este grafico mostra claramente variagéo do efeito de janeiro ao longo do tempo

ressaltando a importancia da modelagem dinamica.

Figura: Estimativas On-line e suavizadas do efeito de Janeiro
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BATS: Trend: Constant, Regression: PRICE, Seasonal: FREE-FORM
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Figura: Estimativa da sazonalidade com limites de incerteza: forma livre

S Seasonal

-z
MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

Esta figura mostra um padrdo sazonal bastante similar ao de uma fungdo seno embora
variando no tempo, dai sugere que a flexibilidade fornecida pela modelagem em forma
livre pode ter sido desnecessaria. Pode-se contemplar a possibilidade de reducéo do

tamanho do modelo através do uso de formas harmdnicas para a componente sazonal.
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CANDY.DAT: Modelagem com Harmonicos

@ Como os dados sao mensais, temos que o periodo tem
tamanho p = 12, havendo portanto até 6 harmoénicos de
periodos. O primeiro ou fundamental, de periodo 12 = 12/1; o
segundo, de periodo 6 = 12/2 ... até o Gltimo, de periodo
2 =12/6.

@ A diminuicdo da dimenséo do vetor paramétrico € importante
pois embora nao altere as previsdes pontuais, diminui a
incerteza e facilita a monitoragédo da performance do modelo.
Além disso, uma modelagem mais parcimoniosa acelera o
tempo de processamento da analise.

@ Esta modelagem da sazonalidade permite que o periodo do
ciclo sazonal seja diferente do periodo natural da série e que
0 modelo escolhido contenha apenas o harmdnico
fundamental, ou seja, uma Gnica fungé@o senoidal.
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CANDY.DAT: Modelagem com 12 harménico

Figura: Previsdo um passo a frente

One-Step Forecasts
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MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

BATS: Trend: Constant, Regression: PRICE, Seasonal: RESTRICTED-HARMONICS
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Figura: Estimativas Retrospectivas

Retrospective Estimates
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MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

BATS: Trend: Constant, Regression: PRICE, Seasonal: RESTRICTED-HARMONICS
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Figura: Estimativa da sazonalidade com limites de incerteza: 12
harmonico

5 Seasonal
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MONTH 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1961 1982

As estimativas sao bastantes parecidas com a modelagem de forma livre.
BATS: Trend: Constant, Regression: PRICE, Seasonal: RESTRICTED-HARMONICS
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I Previsao incluindo sazonalidade

Figura: Previsdo com limites de incerteza: Forma livre

Step Ahead Forecasts

MONTH 1 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983

O horizonte de previsdo é 1982/1 a 1982/12. Os regressores estéo zerados.
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Figura: Previsdo com limites de incerteza: 12 harmonico

Step Ahead Forecasts
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Da comparagado com a figura anterior, conclui-se que as previsdes séo similares mas tém

maior incerteza na modelagem em forma livre.
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Especificacao da Priori

@ Até agora, foram realizadas analises utilizando as
distribuicBes a priori de referéncia do BATS. Nada impede
usar prioris informativas.

@ Para a componente sazonal, s6 é necessario a especificacao
de incertezas a respeito dos fatores sazonais.

@ No caso de modelagem por forma livre, BATS se encarrega
de garantir que a restricdo de soma zero seja respeitada. No
caso de modelagem via harmdnicos, BATS trata de ajustar
essa incerteza especificada pelo usuario da melhor forma
possivel mesmo que o modelo tenha sido especificado
apenas com alguns dos harmonicos.
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Monitora¢ ao
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@ Apo0s fazer a previsao e observar o valor correspondente,
podemos avaliar a precisdo de um modelo.

@ Aidéia basica € compara-lo perante alternativas. Essa
comparacao pode servir para sinalizar acontecimentos
inesperados

@ Como a previsao é baseada numa distribuicédo de
probabilidade, quanto mais na cauda cair a observacao, mais
extrema e inesperada (para o0 modelo) é a observacao. Isso
pode ocorrer devido a uma série de motivos:

@ uma mudanca passageira e ocasional na estrutura dos dados;
e uma mudanca persistente e estrutural;
e uma deterioragdo da performance do modelo.

O importante é que o sistema tenha capacidade de “soar o
alarme”
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Um esquema de monitoragcdo funciona assim:
@ guando a observacgdo cair muito na cauda, “soa o alarme”.

@ Nesse momento, o preditor tera de refletir sobre a adequacao
de seu modelo e, se for o caso, modifica-lo.

@ Para auxilia-lo, € (til termos uma colecao de alternativas e
possiveis direcdes de acao.
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Aplicacao: Acidentes rodoviarios graves

@ Os dados deste exemplo correspondem ao nimero de
acidentes rodoviarios graves (NUMBER) do arquivo
QACCIDS.DAT do pacote BATS. er série)

@ Na série de acidentes rodoviarios pode-se notar 3 intervalos
de tempo distintos dentro dos quais o comportamento da
série é estavel mas o padrao sazonal permanece estavel ao
longo da série. Podemos analisar os 3 intervalos
separadamente mas estariamos assim perdendo informacao,
por exemplo, sobre a componente sazonal.

@ Nas figuras a seguir apresentam-se alguns resultados do
ajuste de um modelo de tendéncia linear com componente
sazonal de forma livre utilizando a op¢ao de monitoracéo do
BATS.
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Ajustando um modelo com 2 componentes: uma tendéncia linear e uma forma livre para a
sazonalidade e especificando descontos constantes de 0.98 para tendéncia e

sazonalidade tem-se:

Figura: Previsbes sem monitoracao

One-Step Forecasts
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3000+ T T T T T T T T
QTR 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
YEAR 69 Fal 73 75 7T 79 a1 a3 85 a7

Na figura pode se ver que o modelo aprende rapido sobre o padréo sazonal mas se
comporta muito mal no inicio dos intervalos onde ocorre mudanca. O motivo da demora a

se ajustar a mudanca é a especificagao de descontos altos.
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Na figura temos o resultado da analise retrospectiva. Podemos ver um comportamento
sazonal bastante estavel sobre uma tendéncia linear que varia suavemente. A estrutura do

modelo impossibilita mudancas bruscas em quaisquer de suas componentes.

Figura: Estimativas suavizadas

Retrospective Estimates
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YEAR 69 71 73 75 77 79 a1 83 85 87

BATS:Trend: Linear, Seasonal: Free-form, Discount:Constant, Fit:Reference.
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Para melhorar a performance do modelo, ligamos o monitor. Pelo menos, esperamos que
ele sinalize os tempos onde existe deterioracdo do modelo.

Figura: Previsdes com monitoracédo
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BATS:Trend: Linear, Seasonal: Free-form, Discount:Constant, Interrupt: Level Decrease

Monitor, Fit:Reference.
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@ A figura anterior mostra que, mesmo com o monitor ligado, a
analise permaneceu a mesmal!

@ Os grosseiros erros de 1974 nao foram suficientemente
grandes para fazer o monitor soar. Em 1974 o sistema ainda
esta incerto devido a inicializagdo de referéncia.

@ Observe que os limites de 90% de incerteza ndo estdo muito
longe das observacdes de 1974 e que os limites aumentaram
em seguida a elas.

@ Para confirmar o ponto acima, vamos repetir a analise com
menores incerteza a priori.
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O monitor agora sinaliza no 1¢ trimestre de 1974. A redug&o na incerteza inicial foi

suficiente para tornar essa observagdo extrema o suficiente para “soar o alarme”.

Figura: Previsdes com monitoracédo

One-Step Forecasts
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Auto | User |

[BATS Bayesian Analysis of Time Series

Neste momento temos tr és opg 6es: Nao fazer nada (ja vimos nao ser apropriado);

deixar que o BATS atue automaticamente ou fazer algo nés mesmos.
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Se deixamos ao BATS solucionar o problema temos que a analise continua tratando essa

observacdo como aberrante e ndo a incorpora a anlise. A adaptacéo ao novo nivel &€ bem

mais rapida.

Figura: Previsdes com monitoracdo e menos incerteza a priori
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O monitor do BATS funciona baseado nas seguintes regras:

@ Se a sinalizacao foi devida apenas a observacao mais
recente, ele a ignora e aumenta a incerteza a respeito dos
parametros

@ Se a sinalizacao foi devida as Gltimas k observacoes, ha
indicacao de mudanca estrutural na série e apenas ocorre
um aumento na incerteza a respeito dos parametros.

@ O aumento da incerteza € feito através da diminuicao
momentanea dos descontos para: 0.1 para tend éncia e
componente sazonal, 0.8 para regressores e 0.9 para
vari ancia das observagc des. Esses valores e a sensibilidade
do monitor também podem ser mudados.

Migon & Gamerman (UFRJ) Modelos Dinamicos Bayesianos XXXVI SBPO 124 /176



Mudando as especificagcdes do monitor de queda no nivel (desvio padrao para -2.5 e limiar

do fator de Bayes para 0.3) temos:

Figura: Previsdes com monitor mais sensivel
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Agora, o monitor sinaliza em 1973/4 e 1983/4, s6 que no (ltimo caso baseado numa série
de 4 observagdes. O monitor ndo sinalizou em 1974/1 pois o modelo estava preparado
para mudanc¢as com incertezas aumentadas e nenhuma observacéo de 1983 foi
dispensada.
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Interveng ao
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@ Normalmente, um sistema de previsdo funciona sem
mudancas ao longo de sua analise. Existem momentos,
entretanto, que é preciso fazer mudancas no seu
funcionamento.

@ Anteriormente, haviamos discutido a possibilidade do
conhecimento de eventos excepcionais intervirem na série
estudada, usando como exemplo a faléncia de um
competidor. Embora esse tipo de informacéo ndo seja parte
da série historica, é fundamental para o sucesso do modelo,
gue seja incorporado a analise.

@ Na notacéo utilizada, ao invés de evoluirmos de p(6;_1|D;-1)
para p(6;|D;_1) devemos faze-lo para p(6:|D;_1,1;) onde I;
consiste na informacao relevante. Note que essa mudanca é
essencialmente subjetiva.
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@ Até agora, so6 interviemos no modelo apo6s a sinalizagdo do
monitor. Obviamente, essa restricdo € desnecessaria. Na
pratica, muitas vezes temos informagao que nos sugere
possiveis pontos de mudancga na série.

@ No caso da série de acidentes, possuimos tais informacoes:

e em 1974/1 a crise do petroleo forcou um aumento significativo
no preco da gasolina e

e em 1983/1 passou a ser obrigatorio o uso de cinto de
seguranca nos carros.
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Aplicacao: Acidentes rodoviarios graves

Na série de acidentes (ver série)indicamos ao BATS que vamos a intervir em 1973/4 e
1983/1. O programa para em esses dois pontos antes de incorporar as observacdes.

Foram mudadas as prioris do nivel e do crescimento.

Figura: Previsdes com intervencdo antecipada em 1973/4 e 1983/1
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Figura: Analise Retrospectiva com interveng¢ao antecipada

Retrospective Estimates
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Figura: Nivel Suavizado com intervenc¢do antecipada
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Figura: Crescimento Suavizado com intervencdo antecipada
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Figura: Padrao Sazonal da analise com intervencéo antecipada

Retrospective Seasonal Factors
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O comportamento sazonal é bastante estavel ao longo de toda a série.
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Acidentes: Todas as intervencoes

Normalmente podemos monitorar e intervir numa mesma an  alise

Figura: Previsdes com todas as intervencdes
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Na figura anterior:
@ O monitor sinaliza em 1970/1 mas a incerteza ainda é grande
€ melhor n&o intervir.

@ A analise para no periodo pré-especificado 1973/4 onde
fazem-se mudancas na priori.

@ O monitor sinaliza em 1974/3 e 1978/1, em ambos permite-se
intervencdo automatica.

@ Finalmente a analise para em 1983/1 onde repetem-se as
mudancas na priori.
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Analise de Dados: transforma¢c 0es
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O gréafico mostra as vendas trimestrais de filhotes de peru na Irlanda.

Figura: Vendas trimestrais de filhotes de peru de 1 dia na Irlanda
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Além de uma tendéncia de crescimento, a série exibe amplitude sazonal também
crescente.
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Para controlar essa néo-linearidade , procedem-se as transformacgées nos dados
mostradas na figura:

Figura: Diferentes transformagdes na série de filhotes de peru
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A poténcia 3/4 parece dar os melhores resultados.
Outro aspecto interessante da série € a mudanca no padrao
sazonal de baixo, alto, alto, baixo para baixo, médio, alto, baixo.
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As séries transformadas foram analisadas com modelo de
tendéncia linear e componente sazonal de forma livre e priori
informativa. Os critérios de avaliacao da performance foram:

@ MSE: erro médio quadratico de previsao 1 passo a frente.
@ MAD: erro médio absoluto de previsao 1 passo a frente.
@ Logaritmo da verossimilhanca do modelo.

A verossimilhanca do modelo € a densidade dos dados condicionada ao
modelo. Se o modelo M; tem densidade mais alta que M,, ele tem mais
chances de ter gerado os dados e deve ser preferido. Essa regra pode
ser formalizada probabilisticamente através da inferéncia bayesiana: se
os dois modelos tem a mesma probabilidade a priori M; tem
verossimilhanca maior que M, entdo pelo Teorema de Bayes segue que
a probabilidade a posteriori de M; é maior que a de M,
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@ Tanto na transformagao ,/y; quanto na yf“, 0s modelos

dindmicos sempre foram superiores aos modelos estaticos
para varias combinacdes de descontos utilizadas.

@ Na transformagéo yf“ 0 modelo dindmico com 67 =09 e

ds = 0.7 e 0 modelo estatico forneceram:

Critério M. Dindmico M. Estéatico

MSE 111.0 153.6
MAD 7.9 9.6
log(L) -134.7 -144.2

@ Essa comparacédo pode ser feita também com as previsoes
mostradas nas proximas figuras.
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Figura: Previsbes para a transformag&o y>/#: Modelo Estéatico
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Figura: Previsbes para a transformacéo y>/4: Modelo Dinamico
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Para comparar séries transformadas z; = y;', a verossimilhanga
deve ser ajustada pelo fator \" thffl. Com esse ajuste, as
log-verossimilhancas dos modelos dinamicos ficam:

Transformagao ,/y;, A = 1/2

) Log-L (/) Log-L ajustado
(0.9,0.8) -71.1 -194.8
(1.0,1.0) -77.6 -201.3

Transformacao yf’/4, A=3/4

) Log-L (/) Log-L ajustado
(0.9,0.7) -134.7 -194.5
(1.0,1.0) -144.2 -204.0

Com este ajuste, as log-verossimilhancas estao indicando uma

ligeira preferéncia pela transformacao yf“
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As previsoes em séries transformadas devem ser transformadas a
escala original para melhor comunicacdo. Uma previsdo com
média 87 e limites de 90% de incerteza (87 — 15) e (87 + 15) na
escala yf/ * corresponde a previsdes com média 874/3 = 382 e
limites de 90% de incerteza (87 — 15)*/3 = 299 e (87 + 15)*/3 = 469

Transformagéo /v, A = 1/2
Periodo Moda Prevista Intervalo 90%
1982 IV 380 (278,498)
19831 422 (317,507)

Transformacao yf’ YA =3/4
Periodo Moda Prevista Intervalo 90%
1982 IV 382 (299,469)

1983 | 424 (317,507)
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Parte IlI

Extensoes
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Modelos Lineares Din amicos Generalizados
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Modelos Lineares Dinamicos Generalizados (MLDG)

@ Suponha agora que as observacdes sao nao normais

@ A distribuicdo das observaces € membro da familia
exponencial, onde n; € o parametro natural e ¢; = V;l éa
precisdo da distribuic&o.

@ 7 tem uma relagdo linear com o vetor de estados 6,

@ A equacdo de evolucao para o vetor de estados € igual ao
modelo normal

@ A distribuicdo normal faz parte dessa familia.
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Modelos Lineares Dinamicos Generalizados (MLDG)

O modelo é especificado por:

Equacéo de Observacao : p(y:|n:) = { ymt —a 77t }b(yt, Vi)
Funcdo da Média : p; = E(y: | me) = a'(nr)
Funcéo de Ligacao : g(ut) = F;6,
Equacao do sistema : 8; = G:0;_1 + w;
Erro do sistema : w; ~ (0, Wy)

Informacéo a priori : 61 ~ (a1, Ry)

* No caso da normal, n; =
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Exemplo 01:

Modelo de Regressao Log-linear Dinamico

Se y; ~ Poisson()\¢), entdo:

Pyl Ar) o exp{yt log(Ar) — At}
p=1
N = log At
a(ne) = exp(n) = A
ne = 61 + Oxr = (1,x1)0;
Fi = (1,x;)
0r = (014, 02)" = 011 + w;
w; ~N(0,W), wj;~N(0,R)
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Exemplo 02:

Modelo de Regressao Logistico Dinamico

Se y; ~ Binomial(n;, 7;), entdo:

p(ye|ng, m) o exp{ytlogit(m) + n¢log(1l — wt)}
p=1
n: = logit(my)
a(nt) = —nilog(l — )
ne = 61 + Oxy = (1,x1)60;
Fi = (1,x;)
0 = (611,62)" = 011 + wi
wt ~N(0,W), wj;~N(0,R)
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Infer éncia em MLDG: Linear Bayes
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Inferéncia em MLDG: Linear Bayes

Re-lembrando: p(y: | ;) n = Fi6s;
0; = G101 + wy, wi~(0, W)

(*] SEja (et—1|Dt—l) ~ (mt_], Ct—l)- Entao (ot’Dt_l) ~ (at,Rt)
onde a; = Gym;_1 € R; = Gtct,]GQ + W;

@ Priori para n: (n¢|Di—1) ~ (ft, q¢)-
Se a priori de 7; € conjugada, tem-se que priori e posteriori
pertencem a mesma familia, logo (7:|D;) ~ (., q}).

@ Estrutura Condicional de (6;|n;, D;_1):

() o)~ () (s, TY)-

Linear Bayes = E(9t|77t, Di_1) = a; + RiFe(ne — f1)/q¢
Var(0y|n:, Di—1) = Ry — R{FiFiR;/q;
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@ Atualizacao para 6;.

p(6:Dy) = / P64/, Ds1) p(ne|Dy) dny
—_—— ——

ndo é conhecida conjugacéo

Temos entao que:
0; ~ (my, Cy)

my = E[thDt]
= E[E{6/|n:, D¢_1}|D]
= a; + ReFi(f — ft) /gt

C; = V[0:|Dy]
= V[E{84|n:, Di—1}Dy] + E[V{8i[m, Di—1}Dy]
= R — RiFiFiRy(1 — g5 /q¢) /g
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Aplicacao: MLDG Poisson-Gama de 2° ordem

@ Obijetivo: Analise temporal do nlmero mensal de crimes

violentos, ocorridos entre janeiro de 1998 e agosto de 2001
numa regiao de Belo Horizonte.

@ Modelo:

(yi|\) ~ Poisson()\;),t =1,...,45; (1a)
log A= (1 0) <g§> = (1b)

e (11N (e w1t

)= )G+ e
po ~ N(my, Cro)
Bo ~ N(mzo, Cao)

@ w; ~ (0, W) — W especificado via descontos (6 = 0.98)
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Rotina em Ox

# include <oxstd.h> main() {

/I Dados e Vari aveis
decl data = loadmat("cia6.dat"); decl nobs = (rows(data)+1);
decl Ft = <1; 0>; decl Gt = <1, 1; 0, 1>; decl delta = 0.99;

/I Informac  @o inicial

mt[0] = <4.30; 0.00>; Ct[0] = <0.10, 0.00; 0.00, 0.01>;
/I Linear Bayes

for(i=1; i<(nobs); i++){

atlij = Gt *mtfi-1];

Ritfi] = (Gt *Ct[i-1] *Gt') *(1/delta);

fifi] = *atfi];

qtli] = *Rt[i] *Ft;

rfi] = 1/qt[|];

stli] = 1/(qt[i] * exp(ft[i]));
rsfil = rtfi] + ylil;

ssfi] = sti] + 1;

fs[i] = log(rs[i]) - log(ss[i]);

asfi] = 1/(rs[i]);

mt[i] = at[i] + Rt[i] * Ft = (fs[i]-ft[i]) * (1qti]);

Ctli] = Rt[i] - (Rt[i] *Ft«Ft' =Rt[i) *(1-(gs[i//qt[i])) * (L/qt[i]);
}
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Aplicacao: numero de crimes

1998 1999 2000 2001 1998 1999 2000 2001

(@ M\|Dy (b) 5Dy

Figura: IC 95% para o Nivel e Parametro de crescimento de (1)
estimado com Linear Bayes

Migon & Gamerman (UFRJ) Modelos Dinamicos Bayesianos XXXVI SBPO 156 /176



Infer @ncia em MLDG: MCMC
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Monte Carlo (MC)

@ Métodos Monte Carlo (MC): métodos de inferéncia baseados
em simulacao.

@ MC possibilita a implementacéao eficiente de métodos de
simulacdo com modelos complexos como MLD e MLDG.

@ Necessario se queremos estimar W ou elementos
desconhecidos de F e G.

@ Podemos usar MC para gerar valores da distribuicdo a
posteriori dos parametros dos MLD e MLDG.

@ Em MLD e MLDG nao se consegue gerar diretamente da
posteriori

@ Solucédo: MCMC.
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Monte Carlo via cadeia de Markov (MCMC)

@ Um algoritmo Monte Carlo via cadeia de Markov (MCMC) para
simular de uma distribuicdo = & qualquer método que produza uma
cadeia de Markov homogénea, ergodica e irredutivel cuja
distribuicao estacionaria seja 7. (Uma cadeia é ergbdica se ela é
aperiodica e recorrente positiva)

@ MCMC: amostras dependentes sdo geradas de uma cadeia de
Markov cuja distribuicao de equilibrio é a distribuicdo de interesse.
Aviso: (1) amostras do MCMC geralmente sdo muito correlacionadas; (2)
estimativas de amostras correlacionadas tendem a ter variancias maiores
do que amostras independentes.

@ Algumas questdes: qual o tamanho do burn-in? as cadeias estédo
passeando por todo o espaco paramétrico? quantas iteracdes?

@ Exemplos de MCMC:

e Amostrador de Gibbs
@ Metropolis Hasting

Migon & Gamerman (UFRJ) Modelos Dinamicos Bayesianos XXXVI SBPO 159/176



@ Amostrador de Gibbs
Para obter uma amostra de p(6,,62) passeamos
aleatoriamente pelo espaco paramétrico de acordo com a
seguinte regra de transicao:

e Cada iteracdo produz um movimento numa direcdo somente,
simulando de p(61]6,) e p(62]61).

e Depois do periodo de burn-in (quando se perde a influéncia do
ponto inicial, atingindo a convergéncia) comegcamos a ter uma
amostra de p(61, 6)

A idéia se generaliza para # com mais de 2 componentes
gerando das condicionais completas p(6;|0_;)

@ Metropolis Hasting
Técnica que produz uma cadeia com regra de transicdo em
duas etapas:

e Movimentos sao propostos de uma regra de transicao
arbitraria

o Etapa de aceitacdo

@ Para MLD usamos Gibbs. Para MDLG usamos Metropolis.
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Sobre as regras de transi¢cao propostas

@ Principais diferencgas:

e Escolha das regras de transi¢éo propostas,
e Forma de acelerar a convergéncia

@ Atualizacado do vetor de estados:

@ 6, a cada passo (Single move),
@ O, a cada passo (Multi move),
e (6,,0;) a cada passo (Block move).
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Aplicacao

@ Obijetivo: Analise temporal do nimero mensal de crimes
violentos, ocorridos entre janeiro de 1998 e agosto de 2001
numa regiao de Belo Horizonte.

@ Modelo:
Ye| At ~ Poisson(\) (2a)
log A\t = (1 0) (gf> = (2b)
t

()= 1) (52)+ () (o) ~[E) (5 w.)
Bt 0 1) \Bi wy ) \wz 0/)’\ 0 W,
o ~ N(mo, Cio)
Bo ~ N(mzg, Cao)
W, ~ Gama(0.01,0.01)
W, ! ~ Gama(0.01,0.01)
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Rotina em WinBUGS

model "modelo din  amico poisson de 2-ordem";

# Equacbes do modelo

for(t in 2:46)

{
betalt] © dnorm(beta]t-1],iw2);
mean.muft] <- muft-1]+beta[t-1];
muft] © dnorm(mean.mu(t],iwl);
log(lambda[t]) <- mult]
y[t] ~ dpois(lambda]t])
y.rep[t] ~ dpois(lambdalt])I(0,10000)

# Informac ao inicial
mu[l] ~ dnorm(a[l], iR10)
beta[1] ~ dnorm(a[2], iR20)
# Distribuic ao a priori
iwl ~ dgamma(0.01,0.01)
iw2 ~ dgamma(0.01,0.01)
wl <- 1/iwil; w2 <- 1/iw2;
# Hiperpar ametros
a[l] <- 45; a[2] <- 0.2
iR1I0 <- 2.0, iR20 <- 1;
}
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Aplicacao: numero de crimes

@) My (b) Bely

Figura: IC 95% para o Nivel e Parametro de crescimento de (2)
estimado com MCMC
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Aplicacao: numero de crimes (cont.)

o _
~ - —
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= F '
o - ; o -

T T T T T 1 T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.000 0.010 0.020
w1 W2
(@ Wily (b) Waly

Figura: Amostras das distribuicdes a posteriori de W; e W, de (2)
obtidas com MCMC (A linha pontilhada indica a média a posteriori)
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Modelos N do Lineares Din amicos Generalizados

Migon & Gamerman (UFRJ) Modelos Dinamicos Bayesianos XXXVI SBPO 166 /176



Modelos Nao Lineares Dinamicos Generalizados

(MNLDG)

Seja y; uma série temporal observadadet=1at=T.
O modelo nao linear dindmico generalizado é dado por:

Eq. de Observacgao : v =fi(0r) + o4 (3a)
Eg. do Sistema : 0r = g(01—1) + wr (3b)

onde f;(-) e g:(-) séo fungbes conhecidas
Exemplo: Modelo de Funcédo de Transferéncia

Y = p+ Ef + vy, v ~N(0,V) (4a)
Ei = pEi1 +7X; (4b)
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Aplicacao: dados de chuva e vazéao

—  Vazao
= Chuva*0,01

U U U U U
1946.8 1947.4 1948.0 1948.6

Figura: Vazao e Precipitacdo de Outubro de 1946 a Setembro de 1948
na Bacia do Riberao Pinheirinho - SP
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Aplicacao: dados de chuva e vazéao (cont.)

o
= g
o~
i ©
©
o
=]
© @
o © |
| =]
: <)
< | N
s i
o : Q
: <]
~ : <
g © 1 o
T T T T T T 1 T T T T T T T 1 T T T T 1
-35 -30 -25 -20 -15 -10 -05 0.60 0.70 0.80 0.90 0.006 0.007 0.008 0.009 0.010
@) uly (b) ply © "y

Figura: Amostras das distribuicdes a posteriori de p, p e v de (2) obtidas
com MCMC (A linha pontilhada indica a média a posteriori)
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Aplicacao: dados de chuva e vazéao (cont.)

31 o *  Observada

Estimada
IC 95%

Nov 46  Mar 47 Jul 47 Nov 47  Mar 48 Jul 48

Figura: Vazdo Observada e IC 95 % para a vazao estimada com o
modelo (4)
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Modelos Din amicos Generalizados (MDG)
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Modelos Dinamicos Generalizado (MDG)

Seja y; uma série temporal observadadet=1at=T.
O modelo dinamico generalizado é dado por:

Eq. das Observacgdes : Ye = fe(Or, 14, V) (5a)
Eq. do Sistema : 0r = g1(01—1,wr, W) (5b)

onde
@ fi(-) e g:(-) séo fungdes conhecidas;

@ 1; e w; SAo 0s erros observacional e do sistema nao
correlacionados e mutuamente independentes, com
variancias V e W, respectivamente.
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Infer éncia em MDG: MC sequiencial

Migon & Gamerman (UFRJ) Modelos Dinamicos Bayesianos XXXVI SBPO 1731176



Monte Carlo sequencial

@ Algumas vezes as observacdes chegam de forma sequencial no
tempo e pode-se estar interessado na obtencgao de inferéncias on
line, sendo necessaria a atualizacéo das distribuicdes tdo logo os
dados se tornarem disponiveis.

@ Quando a variavel de interesse &€ modelada por um sistema
dindmico gaussiano e linear & possivel acessar de forma analitica a
sequiencia de posterioris. Entretanto, em diversas situagoes reais,
normalidade e linearidade ndo se adequam aos dados. Nesses
casos, pode-se usar MCMC mas a analise deixa de ser sequencial.

@ Métodos de Monte Carlo Sequienciais aparecem como uma
solucéo para o problema de determinacéo de distribui¢cdes a
posteriori. Tais métodos proliferaram nos Gltimos anos e suas
aplicagdes se tornaram cada vez mais acessiveis devido a melhora
na capacidade computacional disponivel. Dentre esses métodos
estédo os filtros de particulas.
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MC sequencial: filtro de particulas

@ Os filtros de particulas sdo estratégias de simulacdo que
aproximam a distribuicao a posteriori de 6;, p(6;|D;), por particulas
0}1), ce 9fo> com respectivas probabilidades discretas

. ,wa’). Em outras palavras, o conjunto {ij), wt(j) }]M:'1
aproxima p(6;|Dy).

@ Todas as operagdes de evolugdo, previsao e atualizagdo sédo

realizadas por MC e aplicadas as particulas utilizando técnicas
como Sampling Importance Resampling (SIR).

@ Cuidados especiais devem ser tomados para dar conta das
mudancas observadas para evitar degeneracdo das particulas.

@ Alguns filtros incluem inferéncia para os hiperparametros.
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Muito obrigado!

migon@im.ufrj.br dani@im.ufrj.br
dme.ufrj.br/ ~hsmigon  acd.ufrj.br/ ~dani

romy@dme.ufrj.br
dme.ufrj.br/ ~romy
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