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Motivacion

Motivacion: la relacién rainfall-runoff
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A Bayesian approach for the rainfall-runoff problem:
The case of Rio Grande Basin
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La cuenca del Rio Grande (BA): localizacion
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La cuenca del Rio Grande (BA): datos

X Vazio

. @ Chuva A
Figura: Datos mensuales: agosto
de 1984 a setiembre de 2004 +  Grade



Rainfall-Runoff
000

Modelo propuesto: caso general

Sea Y; = runoff y X, = rainfall en el tempo ¢. La relacién
m—— yv‘wgﬁ;';c'r*"ﬂcét’ @ Dotme rainfall-runoff puede ser representada por:

~

Yi ~ p(Yelpt, 01, Xt), t=1,...,T.

8(m) = fr(, Er)
Er = fZ(Etflr .. 'IEOIXt)

t
X; = |B|’1/ X¢(s)ds, s=1,...,N.
B
Figura: Procesos fisicos en la Xi(s) = Bof(s) + Zi(s) + € (s),

generacién del runoff

Z4(s) ~ GP(0,0%¢([ls1,52[l, )

vy

p(Ye|pt, 9¢) es una densidad en R™. a; es un nivel basico y E; es el efecto total de la precipitacion en t, g(-), f1(-) e fo(-) son
funciones conocidas que describen la dindmica de los procesos. Modelos con los parametros dinamicos o con errores
aleatorios afectando a E; son casos particulares. |B| es el area de la cuenca y X;(s) es la precipitacion en el instante t en la
localizacién s, que es descrito por la suma de tres componentes: (a) ; f(s), una tendencia polinomial, (b) Z(s), un proceso
espacial y (c) e(s), un efecto aleatorio. o2 es la varianza del proceso Z(s) y o(||s; — s»||, A) representa una funcién de

correlacion que depende de A.
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Efecto de la precipitacion: Funcion de Transferencia

Siguiendo lo establecido en Migon & Monteiro (1997), la relacion
rainfall-runoff puede ser representada por una funcién de transferencia. En

particular, E; puede seguir una de las siguientes alternativas:

Dos funciones de transferencia:

Er = ptEr 1 + 71 Xs
Et = ptEr—1 + [1 — exp(—x Xt)] [t — ar — ptE_1]
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Figura: Hipotesis sobre E;
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Efecto de la precipitacion: Funcion de Transferencia

Siguiendo lo establecido en Migon & Monteiro (1997), la relacion
rainfall-runoff puede ser representada por una funcién de transferencia. En

particular, E; puede seguir una de las siguientes alternativas:
Dos funciones de transferencia:

Er = ptEr 1 + 71 Xs
Et = ptEr—1 + [1 — exp(—x Xt)] [t — ar — ptE_1]

V.

Casos particulares de v;:
Constante: ¢ =«

Temporal: vt = y_1 + 0t

Aleatorio: v = v+
Jerarquico: v+ =+ v~ N(a,b)
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Modelo propuesto: caso particular

Runoff
= giasrt;i:ucion: Log-Normal o Y ~ p(ps, ¢) t=1,...,T=221 (1a)
. L flur) = ar + Ey (1b)
= Serie no estacionaria N0, 02 ]
= 1~ , C
= Efecto X;: FT 1°orden. 5= o B Wat ~ N( 0“2) (tc)
Rainfall Ey = pE_1 +yXe +wg;  wey ~ N(0,08)  (1d)
~ Distribucién: Normal X; = [B|! / Xi(s)ds  s=1,...,5=49 (le)
Truncada (Sansé & Guenni, /B
2000 B ai
), . Xp=1{%n Stw>0 4 N=9 (1f)
= Estacionalidad: 2 0 siwy; <0
armonicos N Nn(0,221)  (1g)
wr =z v Vi~ , T
= F; = (1,long;,1,0,1,0)’ R e g
G 0 Zt :F,Bf"ref €t NNN(O,D'ZV[) (1h)
= G = < 01 G2> . 0 = GO;_1 + & &t ~ Nk(O, Wt) (1|)

En (1f)—(1i), 02 > 0,V; € RN*N, 9 € R¥, G € RF*k, ' € RN*K. w;, es una variable latente Gaussiana, 721 es el efecto
pepita, 8; = (6;1,0,2)", where 8;; es el sub-vector de la tendencia espacial y 8;, de la estacionalidad. V; captura la correlacion
espacial, con Vj; = exp(—Adj;). En (1b), f(-) = log o identidad, dependiendo de p(u, ¢).
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Inferencia

@ Aprovechando la factorizacién de la verosimilitud en p(Y;| X¢)p(X}), la
inferencia puede ser realizada en dos etapas: Primero se ajusta un modelo
para X;;, (1e)—(1i), por ejemplo, con diferentes especificaciones de la tendencia
polinomial, después se ajustan los casos particulares del modelo para Y3,
(1a)—(1d).

@ Métodos MCMC: Metrépolis-Hastings, Slice Sampling.

@ “An Efficient Sampling Scheme for Generalized Dynamic Models”
@ Comparacion de modelos: DIC, EPD, ECM, EAM.

@ Algoritmos escritos en

B ox: http://www.doornik.com/
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Modelo Espacio-Temporal de la Precipitacion: resultados (1)

El modelo seleccionado para la precipitacién tiene un intercepto y un efecto lineal de la longitud en la tendencia espacial. El

ajuste de otros modelos mostré que la latitud no tiene un efecto significativo en esta region.

Cuadro: Estadisticas a posteriori dos parametros estéaticos

media ds 25% 25% 50% 75% 97.5% R n.eff

g 1339 0.014 1311 1329 1.339 1.348 1.367 1.001 5000
A 0.065 0.013 0.044 0.056 0.063 0.073 0.094 1.001 5000
p> 0.632 0.035 0.566 0.607 0.630 0.655 0.702 1.001 5000
o2 1.073 0.046 0988 1.041 1.071 1.103 1.166 1.001 5000
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(a) Intercepto (b) Longitude (c) 1° armédnico (d) 2° arménico

Figura: Trayectoria estimada para os parametros dinamicos
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Modelo Espacio-Temporal de la Precipitacién: resultados (2)
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Figura: Media a posteriori de la precipitacion en dos meses. Los puntos marcan la localizacion de las estaciones.
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Figura: Precipitacion en la cuenca del Rio Grande
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Modelo de Funcion de Transferencia para Runoff: resultados

El modelo seleccionado para la escorrentia considera una respuesta Log-Normal, un nivel estatico y una funcién de

transferencia estocastica.

Cuadro: Estadisticas a posteriori dos parametros estaticos

media ds 25% 25% 50% 75% 97.5% R n.eff

o 4771  0.029 4.708 4.754 4.772 4.791 4.823 1.001 2500
0 0.674 0.021 0.631 0.660 0.675 0.688 0.712 1.001 2500
0% 0.047 0.002 0.043 0.045 0.047 0.048 0.050 1.001 2500
0§ 0.005 0.001 0.003 0.004 0.005 0.005 0.007 1.001 2500
0% 0.004 0.001 0.002 0.003 0.003 0.004 0.005 1.001 2500
7o . ; 8 »
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tempo R T T I . T T
(a) Funcién Respuesta-Impulso (b) Media e 95 % IC para runoff (c) Q-Qplot

Figura: Escorrentia: valores ajustados, com (1a)-(1d). Media a posteriori (linea solida) y limites del IC de 95 % (lineas
com puntos). + son los datos observados.
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Figura: Prevision: media (linea solida) e intervalo de 95 % de credibilidad (lineas punteadas). Los puntos en azul: en (a) y
(c) corresponden a los datos observados, en (b) corresponden a los valores obtenidos con el método Thiessen
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La contribucion es:

@ Modelo conjunto: combinar un modelo de funcién de transferencia para runoff,
condicionado en la precipitacion de la cuenca, con un modelo espacio-temporal
simultaneo para la precipitacion medida en varias localizaciones dentro del
area de drenaje de la estacion de runoff en consideracion.



La contribucién es:

@ Modelo conjunto: combinar un modelo de funcién de transferencia para runoff,
condicionado en la precipitacion de la cuenca, con un modelo espacio-temporal
simultaneo para la precipitacion medida en varias localizaciones dentro del
area de drenaje de la estacion de runoff en consideracion.

Consideraciones Finales:

@ Los modelos utilizados tienen una interpretacion fisica clara y constituyen una
representacion parsimoniosa de todos os procesos envueltos en la relacién
rainfall-runoff: elicitacion de prioris.

@ Una extension: utilizacién de modelos jerarquicos para trabajar com varias
cuencas simultaneamente.

@ Uso de los resultados de esta forma de modelar en el manejo de embalses:
Teoria de la Decision.
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Cuenca del Rio Grande (BA): series temporales

K o
goo’
[=2]
3
S
o J
S
| 0
- ©
2
o =
=
B
Lo S
4
- ©
0 n
S =
e
3
Q0
o
L o
Lo =
QB
| S
a &
=R
]
,Ow

1984 1986 1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004



Referencias

Procesos fisicos envueltos en la generacion de la escorrentia

Tipo de escoamento
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Extensiones

Extension 1: runoff en varios puestos

El modelo propuesto puede ser extendido para modelar las series de runoff de

/ dos estaciones de la misma cuenca:
'S \___-’
+ + *

Yt ~ p(p1at, P1a) f=1,...T=21
+ + + 4
‘ Uit = &1a + Plog(Yret) + Eqay
+ + [+ + & 4
} Al 4 Emt = pmaEmi—1 + 11 X1at + Wras wra,r ~ N(O, U%Ta)
<)+ FER - S T:ws YRet ~ P(HRets PRe) t=1,...,T=21
( . R:d’onf; n;u . s d URet = R " ERL,,I
W
f} * o+ f] + o+ ¥ ERet = PReERet—1 + YRe XRet + WRet WRet ~ N(O’O%Rf)
e
i’
. + _‘__),.—’.’. XTa/t:‘BTa"l/ Xi(s)ds s=1,...,5 =21
\/ By
XRet = ‘BR€‘71 / Xi(s)ds s=1,...,5, =28
X Vazio JBge
S £ . —1,...,5=9
@ Chuva t(8) = B.f(5) + Zi(s) + e (s) s
Z(s) ~ GP(0,0%0(||s1, 52|, 1))
+  Grade

Figura: Estaciones y division del donde Y;; y X; ; denotan la escorrentia y la precipitacion en el tempo ¢ en la
grid de previsic')n localizacion j = Ta, Re. Tn = Tagué, Re = Redeng&o. Bjesel area de drenaje

relativa a la estacioén j, By, U Bg, = B, es el area de toda a cuenca.
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Extension 2: modelo jerarquico

Una extensién natural del modelo de funcién de transferencia usado

aqui es un modelo jerarquico como:

Yik ~ P(P‘t,k/ 0'12/)

Mg = + Egg (

Err = pE_1x + 7 Xek (2c
K = &+ Ugq, (
(

Yk =7+ Uk2,

donde Y, es la escorrentia X,  es la precipitacion en el tempo t en
la cuenca k. Este modelo asume que el nivel basico e el efecto de la
precipitacién de las K cuencas varia en torno de un nivel comun,
denotados por a y 7 respectivamente. Naturalmente, la memoria del
efecto de la precipitaciéon también puede tener una estructura
jerarquica. La exchangeability de las cuencas es una hipdtesis de
este modelo.

Como ejercicio, ajustamos el modelo (2) a los datos de
Rio Grande.

Cuadro: Posterior mean and sd

media dp
« | 41201 0.8614
o2 | 26817 12.9231
a; | 3.5084  0.0150
ay | 4.0589  0.0152
a3 | 48131  0.0160
v | 0.0438  0.0399
o2 | 0.0052  0.0266
71 | 0.0421  0.0014
7, | 0.0420  0.0014
73 | 0.0462  0.0014
p | 0.6158 0.0117
o2 | 0.0131  0.0007




Extensiones

Otros resultados: escorrentia en varios puestos
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Figura: Localizacion de las estaciones y division del grid de previsién.
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An Efficient Sampling Scheme for Generalized Dynamic Models
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Modelos dinamicos generalizados

@ Modelos dinamicos generalizados:

yelpe ~ p(ue, @), t=1,...,T. (3a)
g(pt) = Fe(¢y)'6; (3b)
0r = Gt(1,)01-1 + wy, w; ~ N(0, W) (3c)

donde p(u:, ¢) es una distribucién de la familia exponencial, yi; es el valor esperado de y;, ¢
representa otros parametros de p(), y ¢, y 1, denotan pardmetros envueltos en la definicion de F; y
G, respectivamente.

@ Los vectores 6; son conocidos como parametros de estado y estan
relacionados a través del tiempo via (3c), la ecuacion del sistema.

@ Muestrear 6; puede ser complicado.
@ Alternativa de muestreo: paso Metropolis-Hastings.
@ Propuestas: Gamerman (1998), Geweke & Tanizaki (2001), etc.
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Modelos dinamicos lineales generalizados

@ West, Harrison, & Migon (1985) presentaron los modelos dinamicos lineales
generalizados: la distribucion de la respuesta pertenece a la familia exponencial con parametro
natural ;. 7 tiene una priori conjugada, CP(r,s;). La ecuacién del sistema es similar a (3c), mas la
distribucién de sus errores esta parcialmente especificada.

yelne, @ ~ expl@{yenr — a(ie) b(ye, ¢), t=1,...,T. (4a)
7¢|Dy—1 ~ CP(rt,5¢) (4b)
g(nt) = Fi6; (4c)
0, = G10;_1 + wy, wy ~ [0, W] (4d)

09| Do ~ [my, Co]

donde D; denota la informacién hasta el tiempo ¢, m; e C; denotan, respectivamente, el primer y
segundo momento del vector de estados 6;, dado D;.

@ En (4), F; y G; son conocidas, y, dado 7, y: y 6; son condicionalmente
independientes, mientras que en (3) esta estructura es diferente.
@ West et al. (1985) propusieron un sistema recursivo que explora la conjugacion

del modelo para aproximar las distribuciones de 6; secuencialmente. Este
sistema es conocido como Conjugate Updating.
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Analisis Secuencial

@ Sea Dt = {y1,...,y+} - la informacién total obtenida hasta .

@ En los modelos lineales normales:

Evolucién Actualizacién
.. (etfl‘thl) > (9t|Dt71) > (9t|Dt) .



Sampling Scheme
o] 1]

Analisis Secuencial

@ Sea Dt = {y1,...,y+} - la informacién total obtenida hasta .

@ En los modelos lineales normales:

Evolucién Actualizacién
.. (etfl‘thl) > (9t|Dt71) > (9t|Dt) .

@ En los modelos lineales dinamicos generalizados:

Evolucién

- (81-1]Ds-1) (6¢|D¢-1) (6¢|Dy) ...

ﬂ Actualizacion ﬂ

(7|Dy—1) =————=> (1:|D1)




Aproximacion utilizada por CUBS

@ Sea D; la informacion hasta el tiempo t. Sea ® = (¢, ¢).

@ La distribucion condicional conjunta completa de 6 = (0, ...,07) es:

T-1
p(8]Y,®) « p(07|Dr, @) [ ] p(6:6141, Dr, ®)
Densidad retrospectiva

T-1

« p(07|Dr,®) [ ] p(6:41 | 61, D1, ) p(6; | Dy, @)
t=1 —

A posteriori
@ Los momentos de las distribuciones a posteriori son aproximados por:
p(6: | D, @) < p(6; | Di—1, ®)p(Y: | 61, )
= /P("t | 18, Dt—1,®@) p(1t | D1, @)p(Ye | 71, @) g
Andlise Conjugada

x /P(et | 7t, Di—1, @) p(1¢ | Dy, ®)dny; = [my, Ct]
N ————

Linear Bayes
m; = E[6; | Dy, ®] = E[E{6; | 7, D;_1} | Dy, @]

Ct = V[0 | Dy, ®] = V[E{6; | 1, D1} | Dy, ®] + E[V{8; | t, D1} | D, @]




CUBS para un modelo dinamico Gama

@ Haga t =1
Q@ Calculem; y C; :
@ Obtenga los momentos a priori de 6; y g(17¢), a partir do modelo:

6:|Di_1 ~ [a, Ri] onde: a; = Gymy 1, R; = GiC;1G, + W,
8(1)|De-1 ~ [fr,4¢] onde: fi = Fiay, i = FiR,F,
@ Determine a partir del anlisis conjugado, los momentos a priori de g(7;):
Elg(n:)|Dia] = logri—7(se+1) =~ logr,—log(s;+1) = fi
Varlg(n)|Dica] = '(s:+1) ~ 1/(si+1) = g
@ Calcule los momentos a posteriori de g(1;):
El[g(n)|Di] = log(n+oy) —v(se +¢+1) = ff
Varlg(n)|Di = o' (si+¢+1) = a
@ Obtenga los momentos de la distribucién a posteriori de 6;, no modelo:
. 1 il
0D ~ [mi, Ci], donde: my =@ +RE(ff —f) - C=R—REFR(1- Z*t) a
t t

© Hagat=t+1yregrese para2sit < T;

© Muestree 6r de N(mr, Cr);

@ Hagat =R —1, muestree 6; de p(6; | 641, D;,0) = N(m5, C});
@ Hagat=t—1yregresepara5sit > 1;
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MCMC + CUBS

@ Inicio: dar valores iniciales (), %(©) e iniciar las iteraciones, i = 1;
@ Muestrear () usando CUBS:

@ Calcular los momentos de p(6;|D;, (=1), m@ e c, con el Conjugate Updating;
@ Muestrear 6* con el Backward Sampling.

@ Muestrear 67 de Normal(m(Ti),CgJ)

@ Muestrear 6;,t =T —1,...,1, de p(66;,,, 9 1)

© Haga 6) = 6" con probabilidad p; y 8) = 8¢~1) con probabilidad 1 — p;, donde
pr = min(1, A) y A es la razén de aceptacion del Metropolis-Hastings:

o w(6") w _ T(67)
A—mm{l, w(0) }, w(6) = 2067

© Muestrear () usando, en general, un paso de Metropolis-Hastings ;

@ Muestrear ¢ usando, en general, un paso de Metropolis-Hastings;
@ Actualizacion: hagai =i + 1y regrese para 2 hasta la convergencia.
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Precipitacion en Tokyo

Referencias Kitagawa (1987) e Gamerman (1998).
Objetivo Estimar a probabilidad de ocurrencia de lluvia para cada dia calendario.
Datos Numero de dias com precipitacién superior a 1mm em Tokyo para cada dia entre

1983-1984.
Modelo
Y; ~ Binomial(n, 7t;), t=1,...,T
IOgit(?Tf) =
N = w1 + wy wy ~ N(0, W)
] 5
B < — Posterior ean
. 8]
£ °4 z o
g 8] 2
S o | 0 o
£ o]
s ] <
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 0.00 0.03 0.06 0.09 0.12 0.15 0.18
day w
(a) Probabilidad de Lluvia (b) Muestra a posteriori de W

Figura: Resultados obtenidos com MCMC+CUBS. (a): Probabilidad de lluvia: media a posteriori (linea sélida) e intervalo de
95 % de credibilidad (linea punteada) (b) Distribucién a posteriori empirica de W.
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